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October 8, 2019

本次作业中出现的一些符号：
• I(a) := {ak : k ∈ Z}.

1. 令 M 为 m1, . . . ,mk 的最小公倍数。
1) 求证：存在整数 c1, . . . , ck 满足

c1
M

m1

+ · · ·+ ck
M

mk

= 1.

2) 考虑 k 个同余方程做成的方程组：
x ≡ ai mod (mi), i ∈ {1, . . . , k}

试说明方程组有解当且仅当其中任两个方程联立有解。同时请说明所有的解的集合
或者为空集或者为

{a1c1
M

m1

+ · · ·+ akck
M

mk

+ tM : t ∈ Z}.

2. 给定一个自然数 k, 求证：存在 k 个连续的自然数满足每一个数都可以被大于 1 的完全
平方数整除。
3. 设 gcd(a, b) = 1. 求证：对于任意正整数 k, 存在正整数 n, 满足

a+ nb, a+ (n+ 1)b, a+ (n+ 2)b, . . . , a+ (n+ k)b

都是合数。
4 (平面上有任意大的原点不可⻅方块). 对于任意正整数 N , 求证: 存在 (a, b) ∈ Z2, 满足
对于任意 j, k ∈ {0, . . . , N},

gcd(a+ j, b+ k) > 1.

5. 令 f(x) 为一个整系数多项式。求证：如果存在有限多个素数 p1, . . . , pr 满足

{f(n) : n ∈ Z} ⊆
r∪

i=1

I(pi),

则存在一个素数 pi 使得
{f(n) : n ∈ Z} ⊆ I(pi).

6. 令 f(x) 为一个整系数多项式。如果存在有限多个素数 p1, . . . , pr 满足

{f(n) : n ∈ Z} ⊆
r∪

i=1

I(p2i ),

能否找到一个素数 pi 使得
{f(n) : n ∈ Z} ⊆ I(pi)?
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7. 求解下述同余方程组：1 1 0
2 1 1
0 −1 1

x
y
z

 ≡

0
1
2

 mod

2
3
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